PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE CASTILLA-LA MANCHA

JUNIO — 2013

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno debera contestar a una de las dos gximmopuestas A o B. Los ejer-
cicios deben redactarse con claridad, detalladamerdzonando las respuestas. Puede:
utilizar cualquier tipo de calculadora.

PROPUESTA A

1°) a ) Enuncia el teorema de Bolzano.

b ) Razona que las gréficas de las funcion@$=3x" -10x* +10x* +3 y g(x)=€* se cor-
tan en algun punto con coordenadas de abscisa-&nii@.

¢ ) Calcula los puntos de inflexion de f(x).

a)
El teorema de Bolzano se puede enunciar de |gesiguforma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ada [, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entoncesesalsinenos un valarO(a, b) tal que

f(c)=0".

b)
El punto de corte de dos funciones se obtiena dgublacion de sus expresiones.
Considerando la funcién(x)= f(x)-g(x), que es continua en R, por ser la suma alge

braica de dos funciones continuas en R, le esadydicel teorema de Bolzano a cual-
quier intervalo finito que se considere.

h(x)= f(x)-g(x)=3x" —10x* +10x* +3-¢*.

h(-1)=3-(-1°-10-(-1)* +10- (-1 +3-e* = -3-10-10+ 3% = —20—& <0.

h(0)=3-€"=3-1=2>0.



La funcién h(x) corta al eje de abscisas por Im@seen un punto del intervalo
considerado (-1, 0), lo que equivale a decir que:

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en algun pudgbintervalo (-1, 0).

c)

La condicién necesaria para que una funcion temgpunto de inflexion es que
se anule su segunda derivada sin que se anulecéaaealerivada para los valores que
anulan la segunda.

f'(x)=15x* —40x* +30x? ;; f"(x)=60x*-120x* +60x ;; f"'(x)=180x* — 240x + 60.

£7(x)=0 = 60x*~120x% +60x = 0 ;; 60x(x? —2x+1)= 0 ;; 60x(x~1)? =0=>x, =0 ;; X, =1.

f(0)=60%0 ;; f"(1)=180-240+60=0.
Solamente existe punto de inflexion para x = @) =3.

Punto de inflexién: P(0, 3).
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2°) Calcula el valor del parametaalR, a>0, para que el valor (en unidades de superfi-
cie) del area de la region determinada por la pd@ah(x)= -x*> +a® y el eje de abscisas,

coincida con la pendiente de la recta tangentegedlieca de f(x) en el punto de abscisa
X = -0.

El valor de la tangente a una funcion en un pestel valor de la derivada en ese
punto.

f'(x)=-2x = m=f(-a)=-2-(-a)=2a.

Los puntos de corte de la parabola con el ejddeisas son los siguientes:

x,=-a - Al-a, 0)
f(x)=0 = -x*+a2=0;; xX*=a® = x=1/a’ =ta =

Todas las ordenadas del la pardbola en el intekvalar) son positivas, por lo
cual el area considerada es la siguiente:

3

s=2a= | f(x)dx= (- +a2)dx={—x—;+a2xIa :(—%+a2 .aj{_ o), o .(_a)} -

—a -a

3 3 3 3
:—a_+a3—%+a3 :2a3—2%=4%=2a ;;4a°=6a ;; 2a°-3a=0;; a(2a2—3):O:

V6 J6
= a =0, a2=—7, a3=7.

De las soluciones obtenidas cumple la condicidrpdeblemaalR, a>0 Unica-
mente la tercera.
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39) a ) Encuentra dos matrices A y B cuadradagsaend@ que cumplan:

- Su suma es la matriz identidad de orden 2.

: : : 1 2
- Al restar a la matriz A la matriz B se obtidad¢raspuesta de :(3 4].

b ) Si M es una matriz cuadrada de orden 2 tal|¢je=7, razona cual es el valor de
los determinantes de1°| y [2M |.

a)

Sean las matrices pedidas(all a”j y B:(bll b”j.
1 2 bﬂ bﬂ
a,+b, =1
A+B=| :(an au]{bu bu]:(l Oj: a, +b, =0

a, a, b,, b, 01 a, +b, = 2a, =2

a,, th,, = 2a,,=2

22 22 — aﬂ

a,;,—b, = 2a,, =

A—B:C:(an a12}_(b11 blzj:(l 2]: ay,~b, = 28, =5
Ay 8y b,, by, 3 4 ay by, =3
aﬁz_bzzz

= a,=1;;b,=05;a,=1;;b,=-1;;a,=
(11 (0 -1

A= 3 5|7y B= _3 _3

2 2 2 2

Teniendo en cuenta que el determinante del prodietdos matrices es igual al
producto de los determinantes de las matrices:

Nlw
é?
=~
]
|
Njw
[N
1
Nl
AT
N
|
|
Njw

b)

\MZ\:|M M|=[M|:|M|=7-7=49.

Sabiendo que el producto de una matriz pon@mero es la matriz que resulta de

multiplicar todos y cada uno de los elementos dad#iz por el nimero y que M es de
orden 2:

|12M =22 -|M|=4.7=28
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2x+y+az=0

4°) a ) Estudia la posicion relativa del plamex-y-z=a y la rectar E{x—Zy‘O

en funcion del parametra0R.

b ) Calcula la distancia entrey r para cada valor delR.

a)
X-y-z=a
La recta r y el plana determinan el sistemgax+y+az=0. Las matrices de coe-
x=2y=0
1 -1 -1 1 -1 -1 a
ficientes y ampliada del sistemas@n={2 1 a|yM'={2 1 a 0.
1 -2 0 1 -2 0O

El rango de la matriz de coeficiente en funcidhpdeametrax es el siguiente:

1 -1 -1
IM[=]2 1 a|=4-a+l+2a=a+5=0= a=-5.
1 -20

Parao # -5 los rangos de las matrices de coeficientes pliada son iguales a
tres, con lo cual, segun el teorema de Rouché-Rnideel sistema es compatible de-
terminado, es decir que la solucion es unica. tearg el plano tienen un solo punto en

comun.
Parao £ -5 la recta r y el planm son secantes.

Parao = -5 el rango de la matriz ampliada es el sigeient

1 -1 -1 -5 1 -1 -5
a=-5=> M'=[2 1 -5 0 |= RangoM'={C,C,.C}=12 1 0=
1 -2 0 0 1 -2 0
2 1
=—5-‘1 2‘=—5-(—4—1)=25¢o:» RangoM'=3.

Parao. = -5 el rango de M es 2 y el rango de M’ = 3; segliteorema menciona-
do el sistema es incompatible. La recta y el ptam@ienen ningin punto en comun.

Parao A -5 la recta r y el planm son paralelos.

b)
Evidentemente para# -5 la distancia entre la recta y el plano es peroser se-
cantes.



Parao = -5 la recta r y el plano son paralelos y la distancia entre ambos es equ
valente a la distancia entre un punto cualquiertadecta y el plano. Para determinar
un punto de r la expresamos por unas ecuacionaspaicas.

2x+y+az=0
rg{ y = y=A;, x=21 ;;2:2A+A+az=0;; az+54=0;; z=-21 =

x-2y=0
X=2A
=r=iy=4 = UnpuntoderesO(0,O0,O0).
z=-21

La distancia de r a es la misma que la distancia del planal origen de coorde-
nadas.

La distancia del plana = Ax+By+Cz+D =0 al origen de coordenadas viene dada

. D :
por la formulad(o, )= | , que aplicada al plane= x-y-z=-5:
VA?+B?+C?
-5 53

—5—:———-umdades
IR CTRNC

d(rz, r)=d(0, 77):\/12+(
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PROPUESTA B

2
1°) a ) Calcula los va | p . 3
O) ) Icula los valores de los parametosOR para que la funciort (X) =& fX
X+

tenga como asintota oblicua la regta2x + 3.

b ) Para los valores encontrados, escribe la ebuad la recta tangente a la grafica de
f(x) en el punto de abscisa x = 0.

a)

. , . li
La pendiente de una asintota oblicuanes m M:
X -0 X

ax? +bx
lim  f(x [im lim ax®+bx
ne M) o im Ten lm acebx
X —» 00 X X —» 00 X X >0 X +X -

. , : li
La ordenada en el origen de una asintota oblisua:-e m [£(x)-mX:

X — 00

_— [f(x)-mxY = 3=

X —» 00 X - 00

lim 2x2+bx_2X _lim o 2x% +bx-2x* -2x _
X+1 X - o X+1

lim bx—2x _ lim x(b—2)

= =3 = b-2=3;; b=5.
X>0 X+1 X0 X+1 a—

b)

2
La funcién resultaf (x)= 2 :15)(
X

El punto de tangencia &40)===0 = 0(0, 0).

RO

El valor de la tangente a una funcién en un pestel valor de la derivada en ese
punto.

()= (4x+5)- (x+1)—(2x* +5x) -1 _ 4x* +4x+5x+5-2x2 =5x _ 2x +4x+5
(x+1y (x+1y (x+1°

m=f(0) = m:(lizzg

La formula de la ecuacion de una recta conocidosdensus puntos y la pendien-
te viene dada por la férmula-y, =m(x-x,); aplicada al caso que nos ocupa:



y-0=5-(x-0).
Recta tangente: y = 5x.
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2 —
-dx e IZ:J'XX%X“:-dx.

2Senx - cosx

2°) Calcula las siguientes integrales= I 1+ ser? x

IIZJ-Zsenx-cosx_dX:> 1+serf x=t N j}-dt:LHC.
1+ serf x 2senx - cosx - dx=dt t

l, :IM -dx= L(1+serf x)+C

1+ serf x

|2—IX tx-4 IX +X—4 X2 +X—4

X —4x Xx2 -4 o= I><(x 2)(x+2) X

X’+x-4 _A B A(x - )+Bx(x+2)+Cx(x 2) _

x(x—2)(x+2) X x-2 x+2 x(x 2)(x+2)

A+B+C=1
=:2B-2C=1 =
-4A=-4 - A=1

_ A —4A+BX? +2Bx+Cx2 - 2Cx _ x*(A+B+C)+x(2B-2C)+-4A
x® —4x x° —4x

1+B+C=1} B+C=0 } ZB+2C:O} 1 1
= = 4B=1;; B==;; C=—-=.
2B-2C=1| 2B-2C=1] 2B-2C=1 4 4
x> +x—-4 1 1 _ 1 1
|2 .[ x —4x d —.[— d +— .[ _ij'dx— L|X|+ZL|X_2|_ZL|X+2|
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1 1 1
3°) a ) Sabiendo quer|=|a b c|=2, dondea, b, cOR, calcula los determinantes:

a® b® ¢
a-1 b-1 c-1 (@a+1? (b+1)? (c+1)
a’-1 b*-1 c¢*-1/y| a b ¢ | indicando las propiedades que usas er
5 5 5 a’ b? c?

cada caso para justificar tu respuesta.

b ) Razona que, puesto que =2, los parametros, b y ¢ deben ser distintos entre si
(no puede haber dos iguales).

a)
Los determinantes tienen, entre otras, las sitgsgoropiedades:

Si los elementos de una linea de una matriz sdgsnen en dos sumandos, su
determinante es igual a la suma de los dos detent@s obtenidos al considerar por
separado cada sumando de esa linea, y el resds tiedas iguales a las del determinan-
te inicial.

Si se multiplica o divide una linea de un deteante por un nimero, el valor del
determinante queda multiplicado o dividido por dictumero.

Si un determinante tiene dos lineas iguales oguoigmales, su valor en cero.
Si se intercambian entre si dos lineas de un det@nte, su valor cambia de

signo.
Teniendo en cuenta las propiedades anteriores:

a-1 b-1 c-1 a b c -1 -1 -1 a b c
a’-1 b®>-1 c*-1/=|a® b* c?|+|-1 -1 -1/=5-|a® b* c?|+0=
5 5 5 5 5 5 5 5 5 1 1 1
1 1 1
=5-la b c¢|=5-2=10
a® b* ¢? N
(@+1? (b+1? (c+1?| |a®*+2a+1 b*+2b+1 c®+2c+1
a b c |= a b C =
a’ b? c? a’ b? c?
a’> b?> c¢?| |2a 2b 2] |1 1 1
=la b c|+/a b cj+ja b c¢|=0+0+2=2.

a’? b®> c?| |a®> b®> c?| |a® b* c?



b)

Para cualquiera igualdad entre los parametrdsy c el determinante A tendria
dos columnas iguales y, en consecuencia, su vel@ sero, segun una de las propie-
dades mencionadas en el apartado anterior, cosaogeeposible porque su valor es 2.
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. . .y . Xx+y-z=1 x-=2=0
4°) a ) Estudia la posicion relativa de las recta y y s= :
2x+y-2z=1 X+2y-z=12

b ) Calcula la distancia entre las rectas ry s.

Vamos a realizar el estudio mediante el sistemeud&ro ecuaciones con tres in-
cognitas que determinan las dos rectas expresadasaciones implicitas.

x+y-z=1
. 2x+y-2z=1 . .
El sistema que forman las rectasry g es 0 , Cuyo estudio mediante el
X—Z=
X+2y—-z=12

teorema de Rouché-Frobenius se hace a continuacion.

11 -1 11 -1
: - . 2 1 -2 2 1 -2
Las matrices de coeficientes y ampliadans yM'=
10 -1 10 -1
12 -1 1 2 -112

En funcién de los rangos de las matrices M y Bl’pbsicidn relativa de las dos
rectas es la siguiente:

Rango M = Rango M’ = 2= (Puntos comunes) Son rectas coincidentes.

Rango M = 2 ;; Rango M’ = 3> (No hay puntos comunes} Son rectas paralelas.
Rango M = Rango M’ = 3> (Puntos comunes)> Las rectas se cortan en un punto.
Rango M = 3 ;; Rango M’ = & (No hay puntos comunes} Las rectas son secantes.

Teniendo en cuenta q§e=-C,} , rango M < 3y rango M’ < 4,

Un menor de M eﬁ i #0, el rango de M es 2.

2 1 1
Para estudiar el rango de M’ consideramos el manar 01:
12 12
2 1 1
1 1 ,
1 0 0=+ #0 = Rango M’ = 3.
2 12
1 2 12




Rango M =2 ;; Rango M’ = 3» Las rectas r y s son paralelas.

b)

. . X+y-z=1 Xx-z=0
Para hallar la distancia entre las reat y y s= , en
X+2y-z=12

2x+y-2z=1
primer lugar, expresamos las rectas por ecuacjmn@snétricas:

+y-z=1 +y=1+A | -x-y=-1-4
r= Xry=z = 2=A = Xy X7y = X=A;; y=1l+A-x=
2x+y-2z=1 2x+y=1+2A| 2x+y=1+24
+y-z=1 +y=1+4 | -x-y=-1-1
r= xrTyT2 = 2= = XY x=Y = X=A;;, y=1l+A-x=
2x+y-2z=1 2x+y=1+21| 2x+y=1+21
X=A
=1+A-A=1=y = r={y=1 = Un punto der es A(O, 1, 0).

z=A

—_ :O
S= X=2 = X=2=A;; A+2y-A=12;; y=6 = s
X+2y—-z=12 B

1l
N < X

1]
N o) N

Un punto de s es B(0, 6, 0).
Curiosamente, al estar los puntos en el eje Yislarmktia es de 5 unidades.
Resolvemos el ejercicio por un procedimiento gdnera

La distancia d entre las rectas paralelas r yla sssma distancia que la del pun-
to B de la recta s a la recta r. Un vector diredta rectar es, =(1, 0, 1).

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemao grafico aproximado de la
situacion.

Teniendo en cuenta qus=d-|v,

y que

también puede ses= WDH%‘, se deduce que la

v, OAB

\Y

r

distancia est(B, r):‘

AB=B-A=(0,6 0)-(0 1 0)=(0, 5, 0).

Aplicando la formula de la distancia:



i j k

1o

d(r,S):d(B, r): V,EAB: 050 :|5k_5i|:\l52+(_5)2:\/25+25:\/§):
VIZ+0%+172 V141 V2 NN

\Y

r

:1/5—20:@:5 = d(r, s)=5 unidades
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